
Ëåêöèÿ 2
ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ

1. ÊîíòðïðèìåðÂ ïðåäûäóùåé ëåêöèè íàì óäàëîñü îïðåäåëèòü ðåøåíèå äëÿ òîãî ñëó-÷àÿ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) óðàâíåíèÿ (1.1) èìååò ðàçðûâû.∗) Íó, à ÷òîáóäåò, åñëè ðàçðûâíà �óíêöèÿ p(x)? (Ýòî ïðåäïîëîæåíèå òàêæå íå ÿâ-ëÿåòñÿ àáñóðäíûì. Íàïðèìåð, ïðè òðàêòîâêå óðàâíåíèÿ (1.1) êàê óðàâ-íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, p(x) åñòü ìîäóëü Þíãà è åñëè ðàçíûå ÷àñòè ñæèìà-åìîãî áðóñà èçãîòîâëåíû èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ, òî âïîëíå åñòåñòâåííî,÷òî êîý��èöèåíò p(x) áóäåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì). �àçóìååòñÿ, â ñìûñëåîïðåäåëåíèÿ 1.1 çàäà÷à (1.1), (1.2) â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ èìåòü íå áóäåò.Îäíàêî, íå áóäåò îíà èìåòü ðåøåíèÿ è â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2. ×òîáûïîÿñíèòü ïîñëåäíåå, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèéÏðèìåð 1. Ïóñòü â (1.1)
p(x) =

{
p1 = 
onst > 0, 0 < x < ξ,

p2 = 
onst > 0, ξ < x < 1,
q(x) ≡ 0, f(x) ≡ 1. (1)Ôîðìàëüíî ïîäåëèâ óðàâíåíèå (1.1), (1) ïðè x ∈ (0, ξ)

⋃
(ξ, 1) íà p(x), ìûïðèõîäèì ê çàäà÷å èç ïðèìåðà 1.4 ñ fi = 1/pi è ðåøåíèåì (1.10), êîòîðîå

∗)Ïðè ññûëêàõ íà �îðìóëû, òåîðåìû, îïðåäåëåíèÿ è ò.ä. èç äðóãèõ ëåêöèé áóäåì óêàçûâàòü îäíî-âðåìåííî è íîìåð ëåêöèè è íîìåð �îðìóëû. Íàïðèìåð, çàïèñü (4.11) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî èìååòñÿ ââèäó �îðìóëà (11) èç ÷åòâåðòîé ëåêöèè. 21



22 Ëåêöèÿ 2â íàøåì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
u(x) =

1

2

{
x[1/p2 − x/p1 + ξ(2 − ξ)(1/p1 − 1/p2)], 0 6 x 6 ξ,

(1 − x)[x/p2 + ξ2(1/p1 − 1/p2)], ξ 6 x 6 1.
(2)Ýòà �óíêöèÿ ïðèíàäëåæèò H2(I)

⋂
H1

0(I), íî âñå æå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-åì çàäà÷è (1.1), (1), (1.2) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2, èáî äëÿ íåå íå âûïîë-íÿåòñÿ óðàâíåíèå (1.17). Íå âûïîëíÿåòñÿ íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî Lu− f = 0ïðè x ∈ (0, ξ)
⋃

(ξ, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî,
∫ ξ

0

(Lu − f)vdx +

∫ 1

ξ

(Lu − f)vdx = 0. (3)Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Òàê êàê u(x) èç (2) ïðèíàäëåæèò C1(I), à
p(x) ðàçðûâíà â òî÷êå x = ξ, òî p(x)u′(x) òàêæå ðàçðûâíà â ýòîé òî÷êå(åñëè, êîíå÷íî, u′(ξ) 6= 0). Íî ÷òîáû ïîäñòàâèòü u(x) â óðàâíåíèå (1.17)íóæíî �óíêöèþ p(x)u′(x) ïðîäè��åðåíöèðîâàòü. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîéòåîðèè ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, îäíàêî ìîæíî âû÷èñëèòü îáîáùåííóþ ïðî-èçâîäíóþ ýòîé �óíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ(1.13). Èòàê, Lu − f åñòü îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ, ò.å. ëèíåéíûé íåïðåðûâ-íûé �óíêöèîíàë, êîòîðûé íà ëþáîé �óíêöèè èç C∞

0 (I) çàäàåòñÿ ñîîòíî-øåíèåì (Lu − f, v). Ñ ó÷åòîì âèäà (1.1) îïåðàòîðà L èìååì
(Lu − f, v) = −

(
d

dx

(
p
du

dx

)
, v

)
+ (qu − f, v), (4)à ïî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé

(
− d

dx

(
p
du

dx

)
, v

)
=

(
p
du

dx
,
dv

dx

)
. (5)Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (4) è ïðàâàÿ ÷àñòü (5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéîáîáùåííûå �óíêöèè, ïîðîæäåííûå îáû÷íûìè ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè�óíêöèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî,

(Lu − f, v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv − fv)dx. (6)



2. Çàäà÷à î ìèíèìóìå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà 23Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü (6) ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.Èìååì
∫ 1

0

(pu′v′ + quv − fv)dx =

=

∫ ξ

0

(pu′v′ + quv − fv)dx +

∫ 1

ξ

(pu′v′ + quv − fv)dx =

=

∫ ξ

0

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx + pu′v|ξ0 +

∫ 1

ξ

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx + pu′v|1ξ.Òàê êàê v(0) = v(1) = 0, à u′(ξ) è v(x) íåïðåðûâíû ïðè x = ξ, òî îòñþäàè èç (6), (3) çàêëþ÷àåì, ÷òî
(Lu − f, v) =

∫ ξ

0

(Lu − f)vdx +

∫ 1

ξ

(Lu − f)vdx+ (7)
+p(x)u′(x)v(x)|x=ξ−0 − p(x)u′(x)v(x)|x=ξ+0 = (p1 − p2)u

′(ξ)v(ξ) 6= 0.Ïîñêîëüêó ýòî ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èò (1.17), òî �óíêöèÿ u(x) èç (2)íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî÷òè âñþäó çàäà÷è (1.1), (1), (1.2).Çàìå÷àíèå 1. Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîý��èöèåíò p(x) ðàçðûâåí âòî÷êå x = ξ, à u(x) ∈ H2(I), òî Lu − f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíóþîáîáùåííóþ �óíêöèþ, èìåííî, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå x = ξ äåëüòà-�óíêöèþ Äèðàêà, óìíîæåííóþ íà ñêà÷îê p(x) â ýòîé òî÷êå è −u′(x), èáîñîãëàñíî (1.12)
[p(ξ − 0) − p(ξ + 0)]u′(ξ)v(ξ) =

= −[p(ξ + 0) − p(ξ − 0)](u′(x)δ(x− ξ), v(x)).

2. Çàäà÷à î ìèíèìóìå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà.Îáîáùåííîå ðåøåíèåÏðåæäå ÷åì äàâàòü íîâîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ, äåëàþùåå ðàç-ðåøèìîé è çàäà÷ó (1.1), (1), (1.2), ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ çàäà÷ó î



24 Ëåêöèÿ 2ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàòè÷íûé �óíê-öèîíàë
J(w) :=

1

2

∫ 1

0

[
p(x)

(
dw

dx

)2

+ q(x)w2

]
dx −

∫ 1

0

f(x)wdx. (8)Ïóñòü p(x) è q(x) ñóììèðóåìû è îãðàíè÷åíû íà I, à f(x) ∈ L2(I). Òîãäà�óíêöèîíàë (8) íåïðåðûâåí íà H1(I). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p(x) è
q(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.3) è ïîñòàâèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè îáîòûñêàíèè �óíêöèè u(x) ∈ H1

0(I), äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì �óíêöèîíàëó(8)
u(x) ∈ H1

0(I) : J(u) = inf
w∈H1

0 (I)
J(w). (9)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áèëèíåéíóþ �îðìó

a(v, w) :=

∫ 1

0

[p(x)v′(x)w′(x) + q(x)v(x)w(x)]dx, (10)ò.å. �îðìó, ëèíåéíóþ ïî êàæäîìó èç ñâîèõ äâóõ àðãóìåíòîâ, è ëèíåéíóþ�îðìó
l(w) :=

∫ 1

0

f(x)w(x)dx. (11)Î÷åâèäíî, ÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìà a(v, w) ñèììåòðè÷íà, à â ñèëó (1.3)îòâå÷àþùàÿ åé êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íåîòðèöàòåëüíà, ò.å.
a(v, w) = a(w, v), a(v, v) > 0. (12)Ñ èñïîëüçîâàíèåì (10), (11) �óíêöèîíàë (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

J(w) =
1

2
a(w, w) − l(w). (13)Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (9) î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (13) ââåäåì â ðàñ-ñìîòðåíèå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ñðåäè �óíêöèé H1

0(I) íàéòè òàêóþ, êîòî-ðàÿ ïðè ëþáîé �óíêöèè v(x) ∈ H1
0(I) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

a(u, v) = l(v). (14)Áîëåå êîðîòêî ñ�îðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ òàê: íàéòè
u(x) ∈ H1

0(I) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1
0(I). (15)Çàäà÷à (15) íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, à óðàâíåíèå (14) � âàðè-àöèîííûì óðàâíåíèåì. Èìååò ìåñòî



2. Çàäà÷à î ìèíèìóìå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà 25Òåîðåìà 1. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (9) è âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (15) ýêâè-âàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Ïóñòü u(x) � ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè(9). Ïîêàæåì, ÷òî u(x) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è âàðèàöèîííîéçàäà÷è (15). Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ w ∈ H1
0(I) â âèäå w =

u+ tv, ãäå t � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, à v � òîæå ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Íàîñíîâàíèè (12)
a(w, w) = a(u + tv, u + tv) = a(u, u) + 2ta(u, v) + t2a(v, v)è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (13)

J(w) = J(u) + t[a(u, v)− l(v)] +
t2

2
a(v, v).Òåì ñàìûì, J(u + tv) êàê �óíêöèÿ t ïðè �èêñèðîâàííûõ u(x) è v(x)åñòü êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí, ìèíèìóì êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ òàì, ãäååãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

d

dt
J(u + tv) = [a(u, v) − l(v)] + ta(v, v)îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó (9)

J(u) 6 J(u + tv)è, ñëåäîâàòåëüíî, J(u + tv) êàê �óíêöèÿ t èìååò ìèíèìóì â òî÷êå t = 0.Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè äâà �àêòà, íàõîäèì, ÷òî ìèíèìóì ðåàëèçóåòñÿ ïðè âû-ïîëíåíèè óñëîâèÿ a(u, v) − l(v) = 0. Òåì ñàìûì, u(x) � ðåøåíèå âàðèà-öèîííîé çàäà÷è (15).
2◦. Ïóñòü òåïåðü u(x) � ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (15). Äîêàæåì,÷òî u(x) ìèíèìèçèðóåò �óíêöèîíàë (13). Îöåíèì çíà÷åíèå ýòîãî �óíê-öèîíàëà ñíèçó. Êàê è âûøå, ñ ó÷åòîì (12) è (13) íàõîäèì, ÷òî

J(w) = J(u + v) = J(u) + [a(u, v) − l(v)] +
1

2
a(v, v).Ïî ïðåäïîëîæåíèþ u(x) åñòü ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è è, ñëåäîâà-òåëüíî, âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì ñàìûì,

J(w) = J(u) +
1

2
a(v, v).



26 Ëåêöèÿ 2Íî â ñèëó (12) a(v, v) íåîòðèöàòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
J(w) > J(u).À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî u(x) ìèíèìèçèðóåò J(w).Çàìå÷àíèå 2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïðàêòè÷åñêè íèãäå íåèñïîëüçîâàëñÿ êîíêðåòíûé âèä a(u, v) è l(v), ðàâíî êàê è êîíêðåòíûéâèä ïðîñòðàíñòâà, ãäå èùåòñÿ ðåøåíèå. Åäèíñòâåííàÿ àïåëëÿöèÿ ê âèäó

a(v, v) áûëà âûçâàíà íåîáõîäèìîñòüþ îáîñíîâàíèÿ åå íåîòðèöàòåëüíîñòè.Òåì ñàìûì, óòâåðæäåíèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè óêàçàííûõ �îðìóëèðîâîêîñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è ïðè äðóãèõ ðåàëèçàöèÿõ a(u, v) è l(v) è äëÿðåøåíèé èç äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ, ëèøü áû íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ a(v, v)áûëà íåîòðèöàòåëüíà.Òåîðåìà 2. �åøåíèå ïî÷òè âñþäó çàäà÷è (1.1), (1.2) äîñòàâëÿåò ìè-íèìóì �óíêöèîíàëó (8) â H1
0(I). Ôóíêöèÿ u(x) ∈ H2(I)

⋂
H1

0(I), ìèíè-ìèçèðóþùàÿ J(w), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî÷òè âñþäó çàäà÷è (1.1), (1.2).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 çàäà÷à ìèíèìèçàöèè è âàðèà-öèîííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äî-ñòàòî÷íî ñîïîñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) ñ ðåøåíèåì âàðèàöè-îííîé çàäà÷è (15). Ïóñòü u(x) ∈ H2(I)
⋂

H1
0(I) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.1),(1.2). �àññìîòðèì âûðàæåíèå

a(u, v) − l(v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx −
∫ 1

0

fvdx,ãäå v ∈ H1
0(I). Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïåðâîãî èíòåãðàëà ìîæíî ïðîèçâåñòèèíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïåðåáðîñèâ ïðîèçâîäíóþ ñ v(x) íà (p(x)u′(x)).Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî v(x) ∈ H1

0(I), áóäåì èìåòü
a(u, v) − l(v) =

∫ 1

0

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx =

=

∫ 1

0

(Lu − f)vdx ∀v ∈ H1
0(I).Íî â ñèëó (1.17) ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíà íóëþ, ò.å.

a(u, v) − l(v) = 0



2. Çàäà÷à î ìèíèìóìå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà 27è, ñëåäîâàòåëüíî, u(x) óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ (14). Òàêêàê, ê òîìó æå, u(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2) è äîñòàòî÷-íî ãëàäêàÿ (íå õóæå H2(I)), òî u(x) ∈ H1
0(I) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (15).Â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü u(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå âàðèà-öèîííîé çàäà÷è (15): u(x) ∈ H2(I)

⋂
H1

0(I). Òîãäà
0 = a(u, v) − l(v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx −
∫ 1

0

fvdx.Ñíîâà ìîæíî ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ÷òî ïðèâîäèò ê ñî-îòíîøåíèþ ∫ 1

0

(Lu − f)vdx = 0, ∀v ∈ H1
0(I),ïîâòîðÿþùåìó ñîîòíîøåíèå (1.17), êîòîðîå è îïðåäåëÿåò ðåøåíèå ïî÷òèâñþäó.Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ (1.3), (1.5) òåîðåìû 1.2îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (9) è êðàåâàÿ çàäà÷à(1.1), (1.2) ýêâèâàëåíòíû. Íî ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìîæåò ñóùå-ñòâîâàòü è ïðè ìåíåå æåñòêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòà-íîâêè ýòîé çàäà÷è íåò íåîáõîäèìîñòè ïðåäïîëàãàòü äè��åðåíöèðóåìîñòüè äàæå íåïðåðûâíîñòü êîý��èöèåíòà p(x). Åñëè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðå-øåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (9) (à, ñëåäîâàòåëüíî, è âàðèàöèîííîé çàäà÷è(15)) ñóùåñòâóåò, òî ìîæíî îáúÿâèòü åãî ðåøåíèåì è çàäà÷è (1.1), (1.2).Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u(x) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çà-äà÷è (1.1), (1.2), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (15).Òåîðåìà 3. Åñëè p(x) è q(x) ñóììèðóåìû è îãðàíè÷åíû, à f(x) ∈ L2(I),òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.3) îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2)ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Çàìå÷àíèå 3. Óðàâíåíèå (14) ñ a(u, v) è l(v) èç (10), (11), ïðè ïîìî-ùè êîòîðîãî ìû îïðåäåëèëè îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2), áû-ëî ââåäåíî íàìè êàê óñëîâèå ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà (13). Îäíàêî ýòîóðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è èíûì ïóòåì, íå ñâÿçàííûì ñ çàäà÷åé ìèíè-ìèçàöèè. Èìåííî, óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.1) íà �óíêöèþ v(x) ∈ H1

0(I) è



28 Ëåêöèÿ 2èíòåãðèðóÿ ðåçóëüòàò ïî I, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì (14).Òàêîé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿè â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëàîòñóòñòâóåò. Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ
−(pu′)′ + r(x)u′ + q(x)u = f(x) (16)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.2) âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

∫ 1

0

(pu′v′ + ru′v + quv)dx =

∫ 1

0

fvdx. (17)Çàìå÷àíèå 4. Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè �óíêöèîíàë
d

dt
J(u + tv)|t=0íàçûâàåòñÿ ïåðâîé âàðèàöèåé �óíêöèîíàëà J è îáîçíà÷àåòñÿ δJ , à óðàâ-íåíèå (1.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà �óíêöèîíàëà (8).Çàìå÷àíèå 5. Óñëîâèÿ (1.3) îáåñïå÷èâàþò íå òîëüêî íåîòðèöàòåëüíîñòüêâàäðàòè÷íîé �îðìû a(v, v), êàê ýòî îòìå÷åíî â (12), íî è åå ïîëîæèòåëü-íóþ îïðåäåëåííîñòü â H1

0(I). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà áóäåò äàíî âëåêöèè 11.3. �ëàâíûå è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ�àññìîòðåííàÿ íàìè êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1), (1.2) íàçûâàåòñÿ ïåðâîé êðà-åâîé çàäà÷åé, à êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) � êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðî-äà. Îáðàòèìñÿ ê äðóãèì êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1).Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòêðàåâûì óñëîâèÿì
u′(0) = u′(1) = 0. (18)Êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1), (18) íàçûâàåòñÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷åé, à êðàåâûåóñëîâèÿ (18) � êðàåâûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà. ×òîáû çàäà÷à (1.1),(18) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà íóæíî äîïîëíèòü óñëîâèÿ (1.3) òðåáî-âàíèåì

q(x) ≡/ 0. (19)



3. �ëàâíûå è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 29Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (1.1), (18) òàêîâà: íàéòè
u(x) ∈ H1(I) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1(I), (20)ãäå a(u, v) è l(v) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (10) è (11), ñîîòâåòñòâåííî.Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (18) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå âàðèàöè-îííîé çàäà÷è (20).Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â âàðèàöèîííûõ �îðìóëèðîâêàõ äëÿ ïåðâîé èâòîðîé êðàåâûõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷èèùåòñÿ ñðåäè âñåõ �óíêöèé H1(I), â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå ïåðâîé êðàå-âîé çàäà÷è (1.1), (1.2) ðåøåíèå èùåòñÿ ñðåäè H1

0(I), ò.å. ñðåäè �óíêöèé,óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2). Ôóíêöèè, ñðåäè êîòîðûõèùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (20) "ñâîáîäíû"íà êîíöàõ îòðåçêà I è íå îáÿçàíûóäîâëåòâîðÿòü êàêèì áû òî íè áûëî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Â ýòîé ñâÿçèïðî êðàåâûå óñëîâèÿ (18) ãîâîðÿò, ÷òî îíè åñòåñòâåííûå. Êðàåâûå óñëîâèÿ(1.2) íàçûâàþò ãëàâíûìè.Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íàçûâàþòñÿòàêèå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷èè íå îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü �óíêöèè, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ ðåøåíèåïðè âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Òå æå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòî-ðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü è ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è è �óíêöèè, ñðåäèêîòîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå ïðè âàðèàöèîííîé �îðìóëèðîâêå, íàçûâàþòñÿãëàâíûìè.Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿ-þùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
u(0) = g0, p(1)u′(1) + κu(1) = g1. (21)Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïåðâîå èç óñëîâèé (21) åñòü êðàåâîå óñëîâèå ïåð-âîãî ðîäà, â òî âðåìÿ êàê âòîðîå èç íèõ � ýòî êðàåâîå óñëîâèå òðåòüåãîðîäà. Åñëè áû íà îáîèõ êîíöàõ áûëè çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ òðåòüåãîðîäà, òî çàäà÷à íàçûâàëàñü áû òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷åé. Â íàøåì æåñëó÷àå ýòî ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Óñëîâèÿ (1.3), äîïîëíåííûå òðåáî-âàíèåì

κ > 0, (22)äîñòàòî÷íû äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (21).



30 Ëåêöèÿ 2×òîáû äàòü âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1), (21)íóæíî çàäàòü íîâûå ïî ñðàâíåíèþ ñ (10), (11) áèëèíåéíóþ è ëèíåéíóþ�îðìû è îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ñëåäóåò èñêàòü ðåøåíèå âà-ðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ.Ïóñòü v(x) ∈ C1(I). Óìíîæàÿ (1.1) íà v(x) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,íàõîäèì, ÷òî
∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx − p(1)u′(1)v(1) + p(0)u′(0)v(0) =

∫ 1

0

fvdx. (23)Áèëèíåéíóþ �îðìó èç ëåâîé ÷àñòè (23), çàäàííóþ ïåðâîíà÷àëüíî íàC2(I)×
C1(I), ïðîäîëæèòü íà H1(I) × H1(I) íåëüçÿ, èáî, åñëè u ∈ H1(I), òî
u′ ∈ L2(I), è ãîâîðèòü î çíà÷åíèÿõ u′(0) è u′(1) áåññìûñëåííî. Îäíàêî
u′(1) â ñèëó (21) èç (23) ìîæíî èñêëþ÷èòü. Ïðèìåíèòåëüíî ê u′(0) òà-êèå ñîîáðàæåíèÿ íå ïðîõîäÿò, è ìû ïðîñòî âîëåâûì ïîðÿäêîì ïîëîæèì
v(0) = 0. Â ñèëó ñêàçàííîãî ñîîòíîøåíèå (23) ïðèìåò âèä

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx + κu(1)v(1) =

∫ 1

0

fvdx + g1v(1). (24)Òåïåðü áèëèíåéíóþ �îðìó èç ëåâîé ÷àñòè ìîæíî ïðîäîëæèòü íà H1(I)×
H1(I), ïîñêîëüêó íà îñíîâàíèè ëåììû 11.1 �óíêöèè èç H1(I) íåïðåðûâ-íû, è èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ èìåþò ñìûñë. Ñîîòíîøåíèå (24) è åñòü èñêîìîåâàðèàöèîííîå óðàâíåíèå.Ïóñòü

a1(u, v) = a(u, v) + κu(1)v(1), (25)
l1(v) = l(v) + gv(1), (26)ãäå a(u, v) è l(v) çàäàíû (10) è (11) ñîîòâåòñòâåííî. Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõâàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (24) ïðèìåò âèä

a1(u, v) = l1(v). (27)Íó, à ãäå èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ? �àçóìååòñÿ, â H1(I), íî íåâî âñåì. �åøåíèå äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1.1), (21) ïîä÷èíåíî ãëàâ-íîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u(0) = g0. Ïîýòîìó è ðåøåíèå âàðèàöèîííîãîóðàâíåíèÿ äîëæíî ýòîìó óñëîâèþ ïîä÷èíÿòüñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
H1

E(I) :=
{
v(x) ∈ H1(I)

∣∣ v(0) = g0

}



3. �ëàâíûå è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 31ìíîæåñòâî �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà H1(I), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïåð-âîìó èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (21). Â ýòîì ìíîæåñòâå è áóäåì èñêàòü ðå-øåíèå âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (27). ×òî æå êàñàåòñÿ �óíêöèé v(x), òîñ íèìè ìû óæå îïðåäåëèëèñü: îíè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü H1(I) è îáðà-ùàòüñÿ â íóëü ïðè x = 0.Ïóñòü
H̃1(I) := {v(x) ∈ H1(I) |v(0) = 0}. (28)Â ñâåòå âûøåñêàçàííîãî âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (1.1), (21)ïðèíèìàåò âèä: íàéòè

u(x) ∈ H1
E(I) : a1(u, v) = l1(v) ∀v ∈ H̃1(I). (29)Ìû ïîêàçàëè, ÷òî, åñëè �óíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåí-öèàëüíîé çàäà÷è (1.1), (21), òî îíà äàåò ðåøåíèå è âàðèàöèîííîé çàäà÷è(29). Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðè u(x) ∈ C2(I) ýòè çàäà÷è ýê-âèâàëåíòíû, ò.å. è ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (29) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è (1.1), (21). Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîäÿ â a1(u, v) èíòåãðèðîâàíèå ïî÷àñòÿì, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (29) ê âèäó

∫ 1

0

[−(pu′)′ + qu]vdx + [p(1)u′(1) + κu(1)]v(1) =

=

∫ 1

0

fvdx + g1v(1) ∀v ∈ H̃1(I).

(30)Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî v(x) ∈ H1
0(I) ⊂ H̃1(I), òî â (30)âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû èñ÷åçàþò, à óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

∫ 1

0

[−(pu′)′ + qu]vdx =

∫ 1

0

fvdx ∀v ∈ H1
0 .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1), à óðàâíåíèå (30)ñâîäèòñÿ ê

[p(1)u′(1) + κu(1)]v(1) = g1v(1) ∀v ∈ H̃1(I).Ïðè v(1) 6= 0 îòñþäà âûòåêàåò âòîðîå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (21). Ïåð-âîå æå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (21) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî u ∈ H1
E(I).Ýêâèâàëåíòíîñòü îáåèõ çàäà÷ óñòàíîâëåíà. Áîëåå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òîãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà èç (21) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì.



32 Ëåêöèÿ 2Çàìå÷àíèå 6. Íåñìîòðÿ íà, êàçàëîñü áû, íå ñëèøêîì îáîñíîâàííîå ðå-øåíèå ïîëîæèòü v(0) = 0 ìû ïðèøëè ê ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêå âàðèà-öèîííîé çàäà÷è. Íà ñàìîì äåëå ýòî ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòå-ñòâåííûì. Åñëè áû äëÿ çàäà÷è (1.1), (21) âìåñòî âàðèàöèîííîé çàäà÷è ìûñòàâèëè ýêâèâàëåíòíóþ åé çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè, òî ïîñëåäíÿÿ ïðèíÿëà áûâèä: íàéòè
u(x) ∈ H1

E(I) : J1(u) = inf
w∈H1

E(I)
J1(w),

J1(w) :=
1

2
a1(w, w) − l1(w).Óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü âàðèàöèè �óíêöèîíàëà J1(w) ñîâïàäàåò ñâàðèàöèîííûì óðàâíåíèåì (29), ãäå v(x) åñòü âàðèàöèÿ u(x), ò.å. òà �óíê-öèÿ, êîòîðóþ íóæíî ïðèáàâèòü ê u(x), ÷òîáû ïîëó÷èòü w(x). Íî è u(x)è w(x) ïðèíàäëåæàò H1

E(I), è ïîýòîìó âàðèàöèÿ v(x) ïðè x = 0 îáÿçàíàîáðàùàòüñÿ â íóëü. Ýòè ðàññóæäåíèÿ è çàñòàâëÿþò íàñ âñåãäà ïîëàãàòü
v(0) = 0, êîãäà â òî÷êå x = 0 çàäàíî ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, îäíîðîä-íîå èëè íåîäíîðîäíîå.

4. Óñëîâèÿ íà ðàçðûâåÂûÿñíèì, êàêèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîå ðåøåíèå â òî÷-êàõ ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x). Ïóñòü �óíêöèÿ p(x) èìååò åäèíñòâåí-íóþ òî÷êó ðàçðûâà x = ξ, ò.å. p(ξ − 0) 6= p(ξ + 0), à íà (0, ξ) è (ξ, 1)íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà. Èç (15), (10), (11) íàõîäèì, ÷òî
0 = a(u, v) − l(v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv − fv)dx =

=

∫ ξ

0

(pu′v′ + quv − fv)dx +

∫ 1

ξ

(pu′v′ + quv − fv)dx.Èñïîëüçóÿ òåïåðü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâîäíûìè èíòå-ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.1), (1.2), áóäåì èìåòü



4. Óñëîâèÿ íà ðàçðûâå 33
0 =

∫ ξ

0

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx + pu′v|x=ξ−0+

+

∫ 1

ξ

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx− pu′v|x=ξ+0 =

= −[p(ξ + 0)u′(ξ + 0) − p(ξ − 0)u′(ξ − 0)]v(ξ),èáî v(x) íåïðåðûâíà êàê âñÿêàÿ �óíêöèÿ èç H1(I).∗) Òàê êàê, âîîáùåãîâîðÿ, v(ξ) 6= 0, òî â òî÷êå ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x) äîëæíî âûïîë-íÿòüñÿ óñëîâèå
p(ξ + 0)u′(ξ + 0) − p(ξ − 0)u′(ξ − 0) = 0,ò.å. �óíêöèÿ p(x)u′(x) = −w(x) � ïîòîê â ýòîé òî÷êå � äîëæíà áûòüíåïðåðûâíîé. ßñíî, ÷òî åñëè p(x) íåïðåðûâíà, òî ýòî óñëîâèå îñòàåòñÿñïðàâåäëèâûì, íî óïðîùàåòñÿ äî óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè u′(x).Èòàê, îáîáùåííîå ðåøåíèå èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ òîëüêî âòî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè p(x).Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî îòûñêàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1),(1.2) ìåòîäàìè òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî÷êå ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x) íóæíî ïîñòàâèòü åùå îäíî óñëîâèå äëÿ

u(x). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî u(x) ∈ H1
0(I), à, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðå-ðûâíà íà I è â òî÷êå x = ξ, â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî îáîáùåííîåðåøåíèå â òî÷êå ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèìóñëîâèÿì

[u]|x=ξ ≡ u(ξ + 0) − u(ξ − 0) = 0, [pu′]|x=ξ = 0, (31)êîòîðûå èíîãäà íàçûâàþò óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ u(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1.1),(1) ïðè x ∈ (0, ξ)
⋃

(ξ, 1), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2) è óñëîâèÿì ñîïðÿæå-
∗)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà áóäåò äàíî â ëåêöèè 11.



34 Ëåêöèÿ 2íèÿ (29), ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è è èìååò âèä
u(x) =

1

2





x

p1

[
ξ(1 − ξ)(p1 − p2)

p1(1 − ξ) + p2ξ
+ 1 − x

]
, 0 6 x 6 ξ,

1 − x

p2

[
ξ(1 − ξ)(p2 − p1)

p1(1 − ξ) + p2ξ
+ x

]
, ξ 6 x 6 1.

(32)
Ó ÷èòàòåëÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ñîâåðøåííî çàêîííûé âîïðîñ: à íå ÿâ-ëÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (31) ñëèøêîì íàäóìàííûìè â óãîäó ìàòå-ìàòè÷åñêîé ñòðîéíîñòè òåîðèè? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Èìåííî òàêèå óñëîâèÿâîçíèêàþò â ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Â ñàìîì äåëå, îáðàòèìñÿ, íà-ïðèìåð, ê òåïëîâîé èíòåðïðåòàöèè óðàâíåíèÿ (1.1). Èçâåñòíî, ÷òî òåìïå-ðàòóðà u(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé êîîðäèíàòû x. Âíå çàâèñè-ìîñòè îò òîãî, íåïðåðûâåí èëè ðàçðûâåí êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè

p(x), íåïðåðûâíûì ÿâëÿåòñÿ è òåïëîâîé ïîòîê w(x) = −p(x)u′(x). Òåì ñà-ìûì, ïðè òåïëîâîé èíòåðïðåòàöèè óðàâíåíèÿ (1.1) óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ(31) ÿâëÿþòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûìè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòîè äëÿ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.5. Óïðàæíåíèÿ1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ çàäà÷è(1.1), (18) è (20) ýêâèâàëåíòíû.2. Óêàçàòü äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìóëèðîâêó ñëåäóþùåé âàðèàöèîí-íîé çàäà÷è:
u ∈ H1(I) : a2(u, v) = l2(v) ∀v ∈ H1(I),ãäå
a2(u, v) = a(u, v) + κ0u(0)v(0) + κ1u(1)v(1),

l2(v) = l(v) + g0v(0) + g1v(1),à a(u, v) è l(v) îïðåäåëåíû â (10), (11).3. Ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (8), ýêâèâàëåíò-íóþ âàðèàöèîííîé çàäà÷å (20).



5. Óïðàæíåíèÿ 354. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (20) ïðè äîñòàòî÷íîéãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (18).5. Óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿ (32) â ñàìîì äåëå åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèåçàäà÷è (1.1), (1), (1.2).6. Íàéòè îáîáùåííîå èç H1(I) ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:
(p1u

′)′ = 0, 0 < x < 1/2, (p2u
′)′ = 0, 1/2 < x < 1,

u(0) = 0, p2u
′(1) + κu(1) = g,ãäå p1 è p2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.7. Íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

u ∈ H̃1(I) :

1/2∫

0

p1u
′v′dx +

1∫

1/2

p2u
′v′dx + κu(0)v(0) = gv(0) ∀v∈H̃1(I),ãäå pi = 
onst, à H̃1(I) =

{
v(x) ∈ H1(I)| v(1) = 0

}
.8. Äàòü âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó è íàéòè îáîáùåííîå èç H1(I)ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

(pu′)′ = 0, u(0) = 0, u(1) = 1,ãäå
p =

{
p1 = 
onst, 0 < x < 1/2,

p2 = 
onst, 1/2 < x < 1.9. Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä
∫ 1

0

u′′v′′dx =

∫ 1

0

fv dx. (33)Êàêîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ îíî îòâå÷àåò?10. �åøåíèå âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (33) ïðè x = 0 ïîä÷èíåíî îäíîéèç ñëåäóþùèõ ïàð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
u(0) = u′(0) = 0; u(0) = u′′(0) = 0;

u(0) = u′′′(0) = 0; u′(0) = u′′(0) = 0;

u′(0) = u′′′(0) = 0; u′′(0) = u′′′(0) = 0.�àññîðòèðîâàòü ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî ïðèíöèïó ãëàâíûå � åñòåñòâåí-íûå.



36 Ëåêöèÿ 211. Ïîñòàâèòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, åñëè
uIV = f, x ∈ (0, 1), u′(0) = g1, u′′′(0) = g2, u′′(1) = u′′′(1) = 0.
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